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LA PRODUCTIVIDAD DEL TRABAJO POR SU
CONTRIBUCION AL VALOR DEL PRODUCTO

(Metodologia para medir la contribucion marginal de trabajo al valor de
lo producido)

Jorge Isauro Rionda Ramirez'
Guanajuato, Gto; a 11 de octubre de 2007

RESUMEN

Este trabajo hace una propuesta metodoldgica acerca de como medir la contribucion
marginal del trabajo al valor del producto. Se aplica al caso de la produccion de bienes
tangibles. Parte de un modelo de programacién lineal cuyo dual estipula precios sombra
que indican la contribucidon marginal al valor producido de cada unidad de insumo
involucrado en la produccion. Es un acercamiento novedoso dado que en los trabajos
marginalistas no existe acercamiento alguno ex profeso. Asi también presenta un
acercamiento interesante en materia de precios de oportunidad en la sustitucion de factores
productivos en base al grado de intensidad utilizada del mismo, como de su contribucién al
valor producido.

INTRODUCCION.

Este trabajo propone un mecanismo por el cual se puede medir la contribucion marginal del
trabajo al valor del producto. Es un trabajo metodolégico Entrando en materia, se da inicio
con las siguientes consideraciones:

La teoria neoclasica (siglo XIX) considera que la remuneracion al trabajo es con base a su
productividad marginal. Establece que con base a los factores productivos, un
planteamiento transversal del problema (céalculo diferencial) indica la participacion unitaria
de cada factor productivo al producto final. Pero, como medir cudl es este valor, y coémo
llevarlo de cantidades fisicas producidas a una expresion nominal (en términos monetarios).

No se quiere enclaustrar esta exposicion en el marco teérico de una corriente doctrinaria
dentro de la teoria politico - econdémica, pero por las implicaciones que pueda llevar el
instrumental matematico del que se vale el presente desarrollo, este es un acercamiento que
en mucho coincide con el planteamiento neoclasico que va de acuerdo a la productividad
marginal del mismo (o contribucion marginal al valor del producto). Ahora, como medir
esta, de tal modo que con ello se establezca un criterio de justeza.
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Por ello el presente trabajo procura establecer una metodologia relativa al establecimiento
de la contribucion marginal del trabajo al valor producto final, o a los beneficios, seglin sea
el caso. Por ello, el valor de este estudio consiste en la manera del que se vale para poder
dimensionar el valor del trabajo, en base a la mensura de su contribuciéon al producto,
dentro de una sola linea de produccion de un bien tangible.

SUPUESTOS

Los supuestos del modelo son los siguientes:
B Se trata de la produccion de bienes tangibles.

B Se opera en el corto plazo, por lo que las relaciones entre las variables consideradas son
constantes y lineales.

B Se trata de una sola linea de produccion de un bien tangible.
B Se tienen rendimientos constantes a escala.
B Se supone un nivel de destreza y de desarrollo técnico medio.

La categoria del trabajo se refiere al trabajo vivo, implicado directamente en la produccion
del bien, y no a la gelatina de trabajo, o capital constante -trabajo histdrico-, de los medios e
insumos de la produccion.

METODOLOGIA.

La herramienta bdsica utilizada es la programacion lineal. El planteamiento de hecho se
expresa en términos de la maximizacion de una funcién de produccion objetivo con las
restricciones relativas al uso de las existencias de los propios insumos materiales de la
produccion, como “stock”. Mas el instrumento clave es el “Multiplicador de Lagrange™,
correspondientes a los “Precios Sombra” expresados en la funcién objetivo del problema

dual, en especial el relativo al insumo trabajo.

El planteamiento matematico esta en términos de matrices, para el manejo sintético de la
presente propuesta, lo que permite una comprension mas propia, o al menos una
presentacion mas clara del modelo planteado.

El planteamiento parte de la postura marginalista de considerar como retribucion justa al
trabajo aquella respectiva a la productividad marginal de este insumo. La unidad de medida
es la cantidad fisica por “hora por Hombre” (h/H). Por lo que el rendimiento de este insumo
esta en base a dicho parametro.

* Para un conocimiento mas especifico del uso de los precios sombra el autor recomienda ver a Brigham, E.
F. y Pappas, J.L (1990), Pp. 201 - 202.
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Con base a la manera de citar y las referencias bibliograficas aqui sefaladas, se usa el
método de Harvard para tal efecto, por lo que existe referencia directa entre las citas del
trabajo y la bibliografia al final del mismo.

MODELO

El planteamiento de Programacion Lineal es el tipico para una funcién de produccion. Se
trata de expresar el planteamiento primal en su dual y de ahi derivar los precios sombra de
los insumos que nos indican el rendimiento de cada unidad de estos en términos del
producto final. En especial, el rendimiento del trabajo, el cual también puede ser
considerado como su contribucion marginal al producto.

Este es un acercamiento al Multiplicador de Lagrange, que nos expresa aproximadamente
cuanto aporta al producto final cada unidad del insumo utilizado. Este multiplicador es
valido solo para una linea de produccion que requiere un so6lo insumo, por lo que enfrenta
una restriccion de igualdad que delimita la propia existencia del insumo; pero para el caso
varias restricciones ; o sea dicho, de varios insumos productivos, la restriccion a la
maximizacion de la produccion es también la existencia de los insumos utilizados pero de
manera combinada por lo que se puede usar total o parcialmente dichas existencias, segun
lo condicionen para cada insumo, las existencias de los demdas insumos productivos
utilizados en base a la mejor asignacion o uso de los mismos para lograr la méaxima
produccion.

Para el desarrollo de lo anterior se tiene que, se plantea el siguiente esquema de
programacion lineal, como problema primal, representativo de una funcion de produccion a
corto plazo, con rendimientos constantes a escala, de un solo bien tangible (Z).

Funcién Objetivo Max Q.= Aun * Xoxy

SUthO a B(pxn) * X(nxl) <= C(pxl)

Siendo x; >=0

Donde Q, es el volumen producido del bien tangible “Z”.

A, .., es la vector fila de coeficientes técnicos a; que expresan el numero de
componentes utilizados en la produccion total del producto Z. A,..=(a, a.... a,,)

Xa . €s el vector columna que se integra de los X; componentes necesarios por
unidad de produccion del bien Z.

X(ml) = X2

B, .. es la matriz que contiene a los coeficientes b, los cuales representan las
cantidades requeridas de cada insumo por componente de produccion del bine Z.
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bll b12 . bln
b21 b22 b2n
B,.., = N
b, by.. b,
C, ., es el vector columna que contiene los coeficientes c; que son las cantidades
existentes de cada insumo.
Cll
Corn= Ci
Cnl

Queda en entendido que una de las restricciones correspondientes al “stock™ de existencia
de los insumos corresponde al trabajo y es un vector que esta implicito en el producto de
matrices B, * X,.,, <= C,.,, el cual sera expresado en lo consecutivo como :

bLlXLl + bLZXLZ +..t bLn XLn <= Cy;

Donde el subindice “L1” indica que es el coeficiente relativo al uso del recurso trabajo en
relacion a cada componente del producto objetivo.

Como es bien sabido, el desarrollo dual de un problema primal de programaciéon lineal,
aporta informacion adicional a la comprension del mismo ; por lo que, de esto derivamos su
correspondiente expresion dual :

Funcion Objetivo Min Q,=C’,, * Yiuy
Sujeto a B’uon * Yooy >= A
Siendo y;>=0

Donde Y, ., es el vector columna que integra los coeficientes y; que son los valores
imputables o “Precios Sombra” que miden la contribucién marginal por insumo a la
produccion.

Yu
Yoo = Vi
A

De este problema dual se extrae el precio sombra “y,;” implicito en el vector columna Y,
que precisamente expresa la contribucion marginal (por unidad, medida en h/H) de cada
h/H a la produccion total objetivo. Por ello, este precio sombra (que es de hecho un
multiplicador de Lagrange) es de especial relevancia para el objetivo procurado, pues mide
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en términos de la propia produccion y en unidades fisicas la contribucion marginal del
trabajo al producto, o llamese de otro modo, su productividad marginal’.

En otras palabras, el precio sombra del insumo trabajo (y,;), medido en hora/Hombre (h/H),
nos da la contribucion marginal de este insumo a la produccion. Es decir, lo que cada h/H
aporta a la produccion total (o al producto, segun sea planteado).

Otra manera de obtener el precio sombra correspondiente al insumo trabajo es a través de la
derivada parcial de la funcion objetivo en términos de Lagrange, respecto a la variable
relativa de cada insumo e igualandola a cero, esto es;

8QzA/8y, de la funcién objetivo de una expresion de Lagrange siguiente”.

QzA=C’.,, * Y4 - buXu + b X, + ... + by, - ¢, - S, +A,, siendo que y,; queda implicita
en el producto de matrices C’uw.,, * Y,.1, ¥y que S; y A, son la variable de holgura y la
variable artificial implicadas en la conversion de una desigualdad del tipo >= en igualdad.

De lo anterior se forma un sistema de ecuaciones lineales con un numero similar de
incdgnitas y; , por lo que se trata de un sistema de ecuaciones consistente.

Las variables de holgura y artificial son irrelevantes pues se pierden en cada primera
derivada parcial en mencion por lo que la postulacion de Lagrange tiene solucion y aporta
el respectivo precio sombra o su acercamiento de izquierda o derecha, a este para cada
insumo.

Asi, una vez obtenido el respectivo precio sombra del insumo trabajo, este nos aporta la
contribuciéon marginal del trabajo al producto en unidades fisicas del producto final. En
términos reales, esta debe ser la retribucion al trabajo, sin embargo el empleador, o
empresario, normalmente no paga a sus empleados en especie, sino como una remuneracion
nominal, expresada en unidades monetarias, por lo que su equivalencia seria la
correspondiente a multiplicar el susodicho precio sombra, o proporcion fisica con la que
contribuy6 al producto final el trabajador por hora trabajada, por el precio del producto al
que lo vende el productor, o Precio Unitario de Produccion (Pup). Asi, se tendria la cuota
nominal de remuneracion merecida por el empleado segun el rendimiento de su trabajo
expresado en el producto final. Matematicamente esto es :

Cuota Nominal de Retribucion al trabajo
Remuneracion : Pup * Y,,* Numero de h/H trabajadas.

Con esta ultima expresion se tiene finalmente la formula que cumple el objetivo perseguido
en el presente trabajo el cual consiste en proporcionar una herramienta capaz de medir la
produccion marginal del trabajo.

3 Budnick, Frank S. (1993) Cap. 6. Pp. 223 - 318, y Chiang, Alfa (1993) Cap. 20. Pp. 712 - 716.

* La A indica que es una expresion del tipo para resolver u obtener el Multiplicador de Lagrange y la § a su
vez indica “derivada de” expresion relativa al calculo infinitesimal.
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Asi también, los precios sombra derivados del planteamiento dual aportan coeficientes que
permiten medir y evaluar el costo de oportunidad ante la sustitucion de un insumo por otro,
con ello se tiene un acercamiento de interés en las decisiones de optimizacion de la empresa
en torno a la funcion de produccion y la composicion técnica del capital (Relacion entre el
capital y el trabajo) ante las innovaciones tecnologicas.

Remuneracion al trabajo de prestacion de servicios

Ahora bien, hasta aqui se ha desarrollado un criterio que permite identificar la contribucion
marginal del trabajo en el producto fisico, pero ;cémo se debe hacer para el caso de un
prestador de servicios ? Esto es, el trabajo también contribuye en el valor de los servicios
pero ;como medir y establecer una cuota salarial justa para un productor de servicios?

Una persona que trabajo prestando sus servicios laborales a un tendero como vendedor, no
produce nada fisico pero su trabajo contribuye a la colocacion de las ventas de la empresa.
(Como puede saberse en concreto su contribucion marginal si no hay producto fisico,
material de su labor? Pues bien, este empleado no produce materialmente nada, presta un
servicio al cliente en atencidon y orientacion en cuanto cotizaciones y existencias del
expendio comercial, su contribucion no es propiamente en los productos que vende pues el
no los produce, solo los coloca comercialmente. Mads bien, su contribucién radica
precisamente en el numero de ventas colocadas y que se expresa no en el valor de los
bienes que vende sino en su contribucion marginal en las ganancias que se realizan segln el
volumen de ventas que este logre colocar. Asi, la productividad marginal del trabajo en
materia de servicios contribuye en las ganancias empresariales, por lo que parte de ellas le
corresponden como retribucion justa a su esfuerzo laboral. Por lo mismo, y siguiendo la
metodologia anterior el problema se expresa en los mismos términos de la programacion
lineal pero con las adecuaciones siguientes :

Funcién Objetivo Max IL, = Aun * Povy
Sujeto a B(pxn) * P(nxl) <= C(pxl)
Siendo p;>=0

Donde IT, es la Ganancia Neta Total obtenida por el volumen de ventas de los diferentes
productos P,
A .. es el vector fila de coeficientes a; que expresan la contribucion marginal de los
beneficios netos por cada bien vendido P;. A,..,=(a, a. ... a,)
P. ., es el vector columna que se integra de los productos P; que componen la
canasta de bienes ofrecidos al mercado.

Pu
P(nxlj = plZ

pnl
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B, .. es la matriz diagonal descendente que contiene a los coeficientes b, los cuales
representan el nimero de ventas de cada servidor por tipo de producto que compone
la canasta de bienes ofrecidos al mercado. Se parte del supuesto de que a cada
servidor se le ha asignado la venta de un unico producto de tal modo que el volumen
de ventas de cada bien esta relacionado con un solo vendedor ; esto se hace para
simplificar la ejemplificacion de coémo establecer la cuota de remuneracion al
trabajo de los prestadores de servicios, pero puede desarrollarse de manera ampliado
un caso de programacion lineal mas real diferenciado al venta de los vendedores ;
pero esto escapa a la objetividad del presente trabajo. Asi :

w00
bzz 0

B(pxnj 0 b33 .
00

So oo

. 0
.. 0
.0
. b

pn

C, ., es el vector columna que contiene los coeficientes c; que son las cantidades
existentes de cada producto a vender.

Cu
C(pxl) = Ci

Cnl

Queda en entendido que una de las restricciones correspondientes al “stock™ de existencia
de los productos a venta, también corresponde al trabajo (nimero de empleados utilizados
en el almacén), y es un vector que esta implicito en el producto de matrices B,,.., * P.., <=
C,.,, el cual sera expresado en lo consecutivo como :

0 + oo + bijPij + 0 + oo + 0 <= Cij
Donde el subindice “ij” indica que es el coeficiente relativo al uso del recurso trabajo en
relacion al volumen de ventas, y su correspondiente b, ( donde i = j ) es el ntimero
promedio de ventas por trabajador, y ¢; es el nimero total de empleados.

Como es bien sabido, el desarrollo dual de un problema primal de programaciéon lineal,
aporta informacion adicional a la comprension del mismo ; por lo que, de esto derivamos su
correspondiente expresion dual :

Funcion Objetivo  Min Q,=C’., * Yoo
SujetO a B’(nxp) * Y(pxl) >= A,(nx])
Siendo yi>=0

Donde Y,, ., es el vector columna que integra los coeficientes y; que son los valores
imputables o “Precios Sombra” que miden la contribucion marginal por insumo al
beneficio.
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Yu
Yoo = Vi
ym

De este problema dual se extrae el precio sombra “y,;” implicito en el vector columna Y.,
que precisamente expresa la contribucion marginal (por unidad de medida venta por
Hombre V/H), de cada V/H al beneficio total objetivo. Por ello, este precio sombra es de
especial relevancia para el objetivo procurado, pues mide en términos de la propia ganancia
y en unidades fisicas la contribucion marginal del trabajo de un servidor al volumen de
beneficios, o llamese de otro modo, su beneficio marginal5 .

En otras palabras, el precio sombra del insumo trabajo (y,), medido en Venta/Hombre
(V/H), nos da la contribucién marginal de cada unidad vendida al beneficio total. Es decir,
lo que cada V/H del trabajo de un servidor aporta a la ganancia total.

Por ende, la contribuciéon marginal del trabajo al valor de ventas de cada vendedor esta en
proporcion directa al nimero de ventas que este logre colocar, asi como a la contribucién
marginal de esas ventas al beneficio global ; por lo que de ahi se deriva entonces que, la
suma de beneficios con que cada prestador de servicios participa en el beneficio global, es
propiamente al valor de su contribucion.

La remuneracion al duefio del expendio esta en proporcion directa al volumen de ventas
que este atienda y su contribucion a los beneficios globales, asi como a una tasa de
ganancia que establezca por cada tipo de bien que se venda en su expendio, con base a las
condiciones competitivas del mercado.

En resumen, la contribucion del trabajo en la prestacion de servicios también puede
establecerse a través de la contribucion marginal a los beneficios, esto mediante el volumen
de ventas de cada producto por trabajador.

Es importante sefnalar que la prestacion de servicios de tipo publico no entran dentro de esta
metodologia pues en este caso no se trata de colocacion de ventas y de maximizacion de
ganancias, sino mas bien, la racionalidad de un esquema publico de prestacion de servicios
persigue un beneficio social, no privado y no necesariamente del tipo econdémico. Para este
caso, se sugiere que los criterios de normatividad para establecer la cuota de remuneracion
a los servidores publicos se mida a través de una administracion por objetivos, y con
criterios que no -necesariamente-, pueden ser establecidos por medio de un planteamiento
de programacion lineal sino a través de la concertacion social y de clase, necesidad y valor
del trabajo prestado a nivel social, entre muchos criterios mas que pueden considerarse por
sector de trabajo publico como es educacion, justicia, asistencia social, salud, entre otros.

5 Budnick, Frank S. (1993) Cap. 6. Pp. 223 - 318, y Chiang, Alfa (1993) Cap. 20. Pp. 712 - 716.



i Pagina 9 de 11
BIBLIOGRAFIA

Birgham, E.F. y Pappas, J.L.
1990 Economia v Administraciéon. Editorial Iberoamericana. “a edicidon en
espafol. México.

Budnick, Frank S.
1993 Matematicas Aplicadas para Administracion, Economia y Ciencias
Sociales. 3a. edicion en espafiol. Editorial Mc Graw Hill. México.

Chiang, Alfa

1993 Métodos Fundamentales de Economia Matematica. 3a. edicidon en
espaiiol. Editorial Mc Graw Hill. México.




